I. Введение в теорию некооперативных игр

Теория игр ( математическая теория принятия решений в конфликтных ситуациях. Поясним, что такое конфликтная ситуация.

Существуют различные математические модели принятия решений, например, задача линейного программирования и другие оптимизационные задачи. Модели, изучаемые теорией оптимизаций, характеризуются тем, что ЛПР (лицо, принимающее решение), выбирает свое действие из некоторого множества стратегий 
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 (например, множество планов производства в задаче линейного программирования), и задана функция 
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, которая отражает интересы ЛПР и зависит от выбранной им стратегии 
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 (например, функция прибыли, зависящая от назначенного плана производства). Задача принятия решений в этой постановке состоит, как правило, в том, чтобы найти действие 
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, доставляющее максимум функции 
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Отличие конфликтной ситуации в том, что решение  принимается не одним индивидуумом, а несколькими участниками, которых называют игроками, и функция выигрыша каждого индивидуума зависит не только от его стратегии, но также и от решений других игроков. Теория игр изучает, как принимать решения в таких ситуациях. 

1.1. Игра в нормальной форме. Равновесие Нэша

Основной математической моделью конфликтной ситуации является игра в нормальной форме. Эта модель задается совокупностью
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где 
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 ( множество участников или игроков;

       
[image: image9.wmf]a

S

 ( множество допустимых стратегий игрока 
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 ( ситуация игры, возникающая в результате выбора всеми игроками своих стратегий;
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 ( выигрыш игрока 
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 в ситуации 
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Важнейшим принципом принятия решений в конфликтных ситуациях является понятие равновесия Нэша (Nash,   ).

Равновесием Нэша в игре 
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 называется набор стратегий 
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 такой, что для каждого игрока 
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 его стратегия 
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, входящая в набор 
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, удовлетворяет условию:
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Выражение "
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" читается "
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 при условии 
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". Оно обозначает набор стратегий, в котором все компоненты, кроме стратегии игрока 
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, совпадают с 
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, а стратегия 
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 есть 
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. Данное условие показывает, что стратегия 
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, входящая в набор 
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, является оптимальной для игрока 
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 при фиксированных стратегиях всех остальных игроков. Таким образом, можно сказать, что равновесие Нэша ( это такой набор стратегий, от которого ни одному из игроков не выгодно отклоняться индивидуально.
Обсудим, как можно использовать понятие равновесия Нэша с точки зрения принятия решений. В теории игр, как и во многих других теориях, можно выделить два  подхода: нормативный и позитивный. Нормативный подход состоит в том, что теория дает рекомендации, как следует действовать в той или иной конфликтной ситуации. А при позитивном подходе теория пытается описать, как на самом деле происходит взаимодействие между игроками. Изначально теория игр развивалась как нормативная. И сейчас мы обсудим понятие равновесия Нэша именно с такой точки зрения. В этом случае правило принятия решения можно сформулировать следующим образом: в конфликтной ситуации, описываемой игрой в нормальной форме, каждому участнику следует использовать стратегию, которая входит в равновесие Нэша.

Возникают следующие вопросы: всегда ли существует равновесие Нэша и является ли оно единственным? Далее приводятся несколько примеров, которые показывают, что на оба эти вопроса ответ, вообще говоря, отрицательный. 

Проблема существования равновесий Нэша

Рассмотрим игру двух лиц (
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), у каждого из которых имеется конечное число стратегий: 
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. Такие игры двух лиц с конечным числом стратегий у каждого игрока называют биматричными, т.к. для задания функций выигрыша в этом случае удобна биматричная форма записи:
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Стратегиям первого игрока соответствуют строки, а стратегиям второго игрока ( столбцы. Элемент 
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 матрицы 
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 равен выигрышу игрока 
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, если первый игрок использует свою 
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-тую стратегию, а второй игрок применяет свою 
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-тую стратегию. 

П р и м е р 1  (Пример игры, в которой не существует равновесий Нэша.)
Рассмотрим следующую биматричную игру:
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Игре с такими матрицами выигрышей можно дать следующую интерпретацию: происходит игра "в монетку": второй игрок загадывает "орел" или "решку", а первый игрок отгадывает. Если он угадывает правильно, то получает от второго игрока "1", иначе отдает "1" второму игроку.

Легко видеть, что в рассматриваемой игре нет равновесий Нэша. Это можно доказать непосредственной проверкой: какую бы ситуацию мы ни взяли, одному из игроков выгодно отклониться, т.к. их интересы противоположны (если выигрывает один, то проигрывает другой) и при любой фиксированной стратегии одного из игроков у другого всегда найдется стратегия, при которой он выигрывает.

Игры, подобные Примеру 1, распространены в моделях, описывающих экономические и экологические взаимодействия. Рассмотрим еще один пример из экономической сферы.

П р и м е р 2  Покупатель приходит на рынок за яблоками. Продавец, торгующий яблоками, использует пружинные весы. У него есть две стратегии: 1) честно взвесить 1 кг яблок, 2) подкрутить пружинку и обвесить покупателя на 200 грамм. Назовем эти стратегии  "честность" и "обман" соответственно. Покупатель также имеет две стратегии: 1) поверив продавцу, заплатить деньги и уйти, 2) взвесить купленные яблоки на контрольных весах и в случае обнаружения обмана звать кого-то и доказывать, что его обвесили. Назовем эти стратегии: "поверить", "проверить" соответственно. Определим выигрыши продавца и покупателя в каждой ситуации:

1) Продавец честно взвесил, а покупатель ему поверил. Соответствующие выигрыши выберем в качестве начала отсчета: выигрыш продавца 0, выигрыш покупателя 0.

2) Продавец обманул, а покупатель ему поверил. Выигрыш продавца 1, т.к. он получил дополнительную прибыль. Выигрыш покупателя (1, т.к. он получил меньше яблок.

3) Продавец честно  взвесил, а покупатель его проверил. Выигрыш продавца 0. Выигрыш покупателя (½: он, во-первых, зря потратил время, а, во-вторых, глупо себя чувствует.

4) Продавец обманул, а покупатель его проверил. Выигрыш продавца (1, т.к. обнаружение обмана грозит ему определенными неприятностями (например, его могут лишить лицензии на торговлю на этом рынке). Выигрыш покупателя ½, т.к., во-первых, ему возместили обвес, а, во-вторых, он испытывает моральное удовлетворение от того, что поймал обманщика. Получаются такие матрицы:
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Легко проверить, что здесь тоже нет ситуаций равновесия по Нэшу.

В приведенных Примерах 1 и 2 элементы первой и второй матриц удовлетворяют следующим неравенствам:
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 ( для Примера 1;
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 ( для Примера 2.

У п р а ж н е н и е  Проверить, что если элементы в матрицах выигрышей игроков связаны такими соотношениями, то в игре не существует равновесий по Нэшу.


Игры 2x2, удовлетворяющие указанным соотношениям, назовем играми без равновесий.

Проблема единственности равновесия Нэша

Перейдем к ответу на второй вопрос: если существует равновесие Нэша, то является ли оно единственным?

П р и м е р 3  (Пример игры, в которой существует несколько равновесий Нэша.)

Рассмотрим биматричную игру, называемую "семейный спор" (см. Льюс, Райфа, 1937). Игроки ( молодая супружеская пара. Они решают проблему, куда пойти вечером: на футбол или на балет. Муж предпочитает футбол, а жена балет. Но в любом случае  им хочется провести вечер вместе, т.к. если они пойдут в разные места, то все удовольствие будет испорчено. 
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 ( матрица выигрышей жены, 
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 ( матрица выигрышей мужа.

Легко убедиться, что в этой игре существует два равновесия Нэша: когда оба игрока используют первую стратегию (т.е. супруги идут на балет), либо когда оба игрока используют вторую стратегию (т.е. супруги идут на футбол).

Согласно принципу принятия решений, основанному на понятии равновесия Нэша, игрок должен использовать стратегию, входящую в какое-либо равновесие Нэша. Допустим, каждый игрок выберет то равновесие Нэша, которое ему больше нравится. В данной игре это может привести к самому худшему результату, т.к. жена выберет балет, муж выберет футбол, и в результате они попадут в ситуацию, когда выигрыш у обоих нулевой, т.е. меньше, чем выигрыш каждого игрока в любой из точек равновесия Нэша.

Пример 3 показывает, что необходим какой-то механизм координации при выборе стратегии, если существует несколько равновесий Нэша. Поэтому игры, подобные Примеру 3, называют также "играми на координацию". Чтобы пояснить это название, приведем еще один пример подобной игры.

П р и м е р 4  Игроками являются два водителя, которым надо проехать через перекресток, к которому они подъехали одновременно. Есть две стратегии пересечения перекрестка: использовать "правило правой руки", согласно которому водитель должен пропустить помеху справа, или "правило левой руки", согласно которому водитель должен пропустить помеху слева. Если оба водителя придерживаются одного правила, то они успешно разъедутся, но если один из них использует "правило правой руки", а другой "правило левой руки", то может возникнуть авария. Следовательно, для благоприятного исхода в таких играх у всех игроков должен быть одинаковый подход к выбору правил поведения. 

У п р а ж н е н и е  Объяснить, почему выигрыши в последнем примере можно охарактеризовать следующими матрицами:
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Рассмотренные в Примерах 3, 4 игры характеризуются следующими соотношениями элементов матриц выигрыша:
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У п р а ж н е н и е  Проверить, что при выполнении таких соотношений в игре всегда существует два равновесия Нэша.

Проблема эффективности равновесия Нэша

Приведем пример, который показывает, что равновесие Нэша может быть неэффективным с точки зрения интересов игроков.

П р и м е р 5  (Пример игры, в которой равновесие Нэша неэффективно.)

Рассмотрим биматричную игру, называющуюся "Дилемма заключенного". (Эта игра достаточно знаменита. Ей посвящено несколько тысяч работ, дающих различные  интерпретации этой игры.) Игроками являются два находящихся под следствием человека. У каждого из них есть две стратегии: сознаться в совершенном преступлении или не сознаваться. Следователь предлагает каждому заключенному такие условия: если он сознается, а другой подозреваемый нет, то тогда первого, учитывая его помощь следствию, осудят по минимальному обвинению (на 1 год), а второму дадут максимальный срок (10 лет). Если сознаются оба, то их обоих осудят и дадут срок, соответствующий их преступлению (по 5 лет лишения свободы каждому). Наконец, если оба подследственных не сознаются, то их смогут осудить за недостаточностью улик только по части обвинения (например, за незаконное хранение оружия вместо более тяжкого преступления, которое они на самом деле совершили). В этом случае оба получат по 2 года.

Получаем следующие матрицы выигрышей ("С" ( сознаться, "Н" ( не сознаваться):
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 ( для второго игрока.

В этой игре существует единственная точка равновесия Нэша ( обоим сознаться. Но есть ситуация, которая выгоднее обоим игрокам ( это обоим не сознаваться. Следовательно, точки равновесия Нэша могут быть неэффективны в том смысле, что за счет отклонения обоих игроков от точки равновесия Нэша можно улучшить выигрыши каждого из них.

Описанная в Примере 5 игра имеет следующую структуру:
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У п р а ж н е н и е  Проверить, что при выполнении таких соотношений в игре всегда существует единственное равновесие Нэша.

Оптимальные по Парето ситуации

Чтобы сформулировать обнаруженное свойство неэффективности равновесий Нэша более формально, введем понятие Парето-оптимальной ситуации.

Пусть задана игра в нормальной форме 
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Фактически оптимальность некоторой ситуации по Парето означает, что за счет изменения стратегий нельзя увеличить выигрыши хотя бы части игроков так, чтобы при этом не уменьшить выигрыши для остальных.

Рассмотренный пример "дилемма заключенного" показывает, что для некоторых игр не существует точек равновесий Нэша, являющихся Парето-оптимальными. В этом случае любая точка равновесия Нэша может быть улучшена за счет совместного выбора стратегий.

Мы отметили три недостатка понятия равновесия по Нэшу:

1) равновесий Нэша в игре может не существовать;

2) равновесие Нэша может быть не единственно;

3) равновесие Нэша может быть неэффективно.

Но, несмотря на эти недостатки, указанное понятие играет центральную роль в теории принятия решений в конфликтных ситуациях. В 1999 году Джон Нэш, предложивший данное понятие равновесия и известный в основном именно благодаря этому, получил Нобелевскую премию по экономике.

1.2. Смешанное расширение игры в нормальной форме

Для решения проблемы существования точек равновесия Нэша был предложен следующий подход. Игрокам в ситуации, когда нет точки равновесия, предлагается расширить множество стратегий, перейдя ко множеству смешанных стратегий.

Приведем достаточные условия существования равновесия Нэша в игре с бесконечными множествами стратегий. Напомним необходимые математические понятия.

Подмножество 
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 Данное условие описывает более широкий класс функций, чем известное определение вогнутой функции: для любых 
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 Таким образом, функция 
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 вогнута, если ее подграфик ( выпуклое множество. (Подграфик ( это множество любых 
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 ( неположительно определенная матрица, то есть 
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Т е о р е м а 1  Пусть 
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Теорема 1, в частности, показывает, что равновесие по Нэшу существует в любой игре 
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 Доказательство Теоремы 1 основывается на известном математическом результате ( теореме Какутани.

Т е о р е м а 2  (Теорема Какутани.) Пусть 
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 выпуклый компакт линейного метрического пространства конечной размерности, 
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Вспомним необходимые определения. 
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 называется точечно-множественным отображением из 
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В частном случае 
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 может быть просто отображением из 
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 ( замкнуто тогда и только тогда, когда оно непрерывно. Таким образом, предыдущее определение обобщает понятие непрерывности для точечно-множественных отображений. В указанном случае Теорема 2 показывает, что для любого непрерывного отображения выпуклого компакта в этот компакт существует неподвижная точка 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  Т е  о р е м ы  2  для 
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В данном случае, в соответствие с условием теоремы, 
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В общем случае доказательство Теоремы 2 достаточно сложное (см. Kakutany () and Partasarathi, Raghavan() ).

Д о к а з а т е л ь с т в о  Т е о р е м ы  1.  
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Л е м м а  1  Для любой непрерывной квазивогнутой функции 
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Лемма1 показывает, что существует неподвижная точка 
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Смешанные стратегии
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 Формально смешанное расширение 
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 Таким образом, из Теоремы 2 немедленно вытекает Теорема 3.

Т е о р е м а  3  Существует равновесие Нэша для смешанного расширения 
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Следующее утверждение полезно для анализа и вычисления смешанного равновесия Нэша. 

У т в е р ж д е н и е  1  Набор смешанных стратегий 
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Более подробно проблему вычисления равновесия в смешанных стратегиях рассмотрим для биматричных игр. 

Смешанное расширение для биматричной игры

 Пусть есть биматричная игра с матрицами: 
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 ( множество смешанных стратегий первого игрока;
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 ( множество смешанных стратегий второго игрока.

Использование смешанной стратегии означает переход к случайному принятию решений. Первый игрок, используя смешанную стратегию 
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, предоставляет выбор конкретной стратегии случайному механизму, который с вероятностью 
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-тую чистую стратегию.

Механизмы реализации смешанных стратегий
В Примере 1 мы рассматривали антагонистическую игру в монетку. Каждый из игроков в этой игре может применить следующую смешанную стратегию: с вероятностью ½ он выбирает либо "орел", либо "решку". Для этого ему достаточно кинуть монетку и выбрать свою чистую стратегию в зависимости от того, что выпадет.

Вообще, одна из возможных реализаций смешанной стратегии - это бросание монеток. С помощью одного бросания одной монетки можно осуществить только вероятность ½. С помощью двух монеток или двукратного бросания одной монетки можно уже реализовать вероятности ½, ¼ и ¾. Ясно, что бросанием нескольких монеток или многократным бросанием одной монетки можно реализовать широкий спектр вероятностей.

Другой возможный и более удобный способ реализации смешанной стратегии: использовать рулетку. Делим круг рулетки на сектора с площадями, пропорциональными заданным вероятностям использования чистых стратегий. Затем вращаем стрелку и используем ту чистую стратегию, на чьем секторе она остановится.

Заметим, что использование смешанных стратегий расширяет множество стратегий игрока и при этом он по-прежнему может реализовать любую свою чистую стратегию. Ей соответствует смешанная стратегия, в которой все компоненты нулевые, кроме той, которая задает вероятность использования требуемой чистой стратегии (эта компонента равна 1).

Функция выигрыша в смешанном расширении игры

Определим выигрыш игрока при использовании смешанной стратегии как математическое ожидание его выигрыша:
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 ( выигрыш игрока 
[image: image205.wmf]a

 (
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), если первый игрок использует смешанную стратегию 
[image: image207.wmf]p

, а второй игрок смешанную стратегию 
[image: image208.wmf]q

. В таком определении функции выигрыша заложено предположение, что игроки реализуют свои смешанные стратегии независимо друг от друга, так как в этом случае вероятность реализации любой пары чистых стратегий 
[image: image209.wmf](
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 равна произведению соответствующих вероятностей 
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Таким образом, исходной биматричной игре 
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 мы сопоставили ее смешанное расширение
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Из определения смешанного расширения следует, что оно тоже является игрой в нормальной форме. Рассмотрим задачу поиска равновесий Нэша для смешанного расширения биматричной игры.
Поиск равновесий Нэша в смешанном расширении биматричной игры
Прежде всего, зафиксируем тот факт, что в смешанном расширении биматричной игры всегда существует равновесие Нэша. Ранее приводился пример биматричной игры, в которой не было равновесий Нэша в чистых стратегиях. Однако в смешанных стратегиях равновесие всегда есть. Согласно определению точки равновесия Нэша, нам надо найти пару 
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(Мы просто выписали определение равновесия Нэша для конкретной игры.)

Введем следующие обозначения:
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 ( выигрыш первого игрока, если он использует чистую стратегию 
[image: image219.wmf]i

, а второй игрок смешанную стратегию 
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 ( выигрыш второго игрока, если он использует чистую стратегию 
[image: image222.wmf]j

, а первый игрок смешанную стратегию 
[image: image223.wmf]p

.

Тогда выигрыши игроков можно переписать в виде:
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У т в е р ж д е н и е 2  Пара 
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 является равновесием Нэша в смешанном расширении 
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 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим условиям:
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Обсудим смысл этих условий. Пара 
[image: image229.wmf](
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 образует равновесие Нэша в том и только том случае, если для любой используемой первым игроком с положительной вероятностью стратегии 
[image: image230.wmf]i

 выигрыш равен фиксированному числу 
[image: image231.wmf]1

v

. Т.е. все чистые стратегии, которые используются реально первым игроком, дают одно и то же значение выигрыша. В то же время те стратегии, которые игрок не использует, дают не больший выигрыш, чем те, которые применяются с положительной вероятностью. Условие для второго игрока аналогично. Значит, смысл этого утверждения в том, что игроки должны использовать с положительными вероятностями только оптимальные чистые стратегии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  Допустим от противного, что для первого игрока условие не выполнено. Т.е. первый игрок использует некоторую неоптимальную чистую стратегию с положительной вероятностью. Это можно записать следующим образом:
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Покажем, что тогда 
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 не является равновесием Нэша. Найдем смешанную стратегию первого игрока 
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¢

, которая дает ему больший выигрыш, чем стратегия 
[image: image235.wmf]p

, при фиксированной стратегии второго игрока 
[image: image236.wmf]q

.

Положим:
[image: image237.wmf]{
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Теперь игрок использует лучшую стратегию с вероятностью, равной сумме вероятностей 
[image: image238.wmf]i
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 и 
[image: image239.wmf]i

p

¢

. При этом ожидаемый выигрыш игрока увеличится. Это сразу видно, если представить функцию выигрыша в виде (2).

Для второго игрока утверждение доказывается аналогично.

Утверждение 2 позволяет свести поиск равновесий в смешанных стратегиях к решению систем линейных уравнений и неравенств.

Обозначим 
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. Тогда из Утверждения 1 мы получаем следующие системы:
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(3а)

( полная система уравнений и неравенств, которая характеризует 
[image: image243.wmf]q

 (смешанную стратегию второго игрока, входящую в равновесие Нэша);
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(3б)

( полная система уравнений и неравенств, которая характеризует 
[image: image245.wmf]p

 (смешанную стратегию первого игрока, входящую в равновесие Нэша).

Важно отметить, что смешанная стратегия второго игрока определяется из матрицы выигрышей первого игрока, и наоборот, смешанная стратегия первого игрока определяется из матрицы выигрышей второго. 

Таким образом, если известны множества 
[image: image246.wmf]1
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, 
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, то для поиска равновесий Нэша можно просто решить системы линейных уравнений, входящих в (1а), (1б), и оставить те решения, которые удовлетворяют неравенствам из (1а), (1б).

Но проблема в том, что множества 
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 заранее не известны. В общем случае для их поиска необходим перебор всевозможных подмножеств множеств 
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Покажем, как осуществляется поиск равновесий в смешанном расширении, на примере игры, в которой у каждого игрока есть всего две стратегии. Такая игра задается парой матриц выигрыша:
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Будем перебирать всевозможные подмножества 
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1) начнем перебор с одноэлементных множеств 
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 содержат по одной чистой стратегии.

В этом случае задача сводится к поиску равновесий Нэша в чистых стратегиях.

Системы (3а) и (3б) принимают вид:
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(3б*)

Рассмотрим алгоритм поиска равновесий Нэша в чистых стратегиях для биматричной игры в общем случае. Пусть игра задается матрицами
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.
Отмечаем максимальные элементы в каждом столбце первой матрицы (причем, если в некотором столбце несколько максимальных элементов, то отмечаем все такие элементы). И отмечаем соответствующие элементы (стоящие на тех же местах) во второй матрице:

[image: image264.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

11

1

*

*

*

|

|

|

|

|

|

|

|

|

mn

mj

m

n

n

i

i

j

j

i

n

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

L

L

L

O

O

O

L

L

L

=

F

, 
[image: image265.wmf](
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Теперь отмечаем максимальные элементы в каждой строке второй матрицы, а затем ищем пересечения, т.е. элементы, являющиеся одновременно максимальными для некоторого столбца первой матрицы и некоторой строки второй матрицы: 
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Найденные таким образом элементы будут максимальными по столбцу в первой матрице и по строке во второй матрице, поэтому они являются равновесиями Нэша в чистых стратегиях.

Ранее мы приводили примеры, когда множества элементов, отмеченных в первой матрице (максимальных по столбцам), и множество элементов, отмеченных во второй матрице (максимальных по строкам), не пересекаются. Тогда равновесий в чистых стратегиях не существует. Но всегда можно найти равновесия в смешанных стратегиях.

2) Ищем смешанные равновесия. Для этого надо перебирать подматрицы больших, чем "1", размерностей.

Сформулируем одно вспомогательное утверждение.

У т в е р ж д е н и е 2  (без доказательства). Для поиска равновесий Нэша достаточно перебирать квадратные подматрицы исходных матриц, т.е. только 
[image: image268.wmf]1
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Все подматрицы 1х1 мы рассмотрели на первом шаге. Поэтому для игры 2х2 осталось только изучить случай 
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Выпишем системы (3а) и (3б) для случая, когда оба игрока используют каждую из имеющихся у них двух стратегий с положительной вероятностью.

Система (3а) примет вид:
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(3а**)

Мы получили простую линейную систему: два уравнения с двумя неизвестными. Неизвестные 
[image: image275.wmf]1
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 и 
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 находятся из этой системы. Выпишем условия на значения элементов матрицы первого игрока, при которых система имеет решения. Изобразим систему (3а**) графически:



                                                                                                                                               

Решение существует, если график имеет такой вид, т.е. если прямые, соответствующие правой и левой части второго уравнения системы (3а**) пересекаются при 
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. Для этого должно выполняться условие:
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Если (3а**) имеет решение, то оно выглядит следующим образом:
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Для системы (3б), из которой вычисляется смешанная стратегия второго игрока, все рассуждения проводятся аналогичным образом.

В результате мы получим следующее условие на матрицу второго игрока, которое должно выполняться, чтобы система (3б) имела решение:
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Это условие можно выписать и сразу, исходя из следующих соображений: надо заменить второго игрока первым и учесть, что второй игрок выбирал свои стратегии по столбцам, а первый выбирает их по строкам. Поэтому, чтобы выписать условие существования решения, надо выписать условие, аналогичное условию для системы (3а**), заменив одну матрицу на другую, а строки на столбцы.

У п р а ж н е н и е  Найти смешанную стратегию первого игрока 
[image: image282.wmf](

)

2

1

,

p

p

 из системы (3б).

Таким образом, мы полностью разобрали игры с матрицами 2х2.

Стоит обратить внимание на то, что существование равновесий Нэша в чистых стратегиях не исключает возможности существования дополнительных равновесий Нэша в смешанных стратегиях. В качестве примера вспомним игру “семейный спор”, где 
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 ( матрицы выигрышей.

В этой игре кроме двух равновесий Нэша в чистых стратегиях существует еще одно равновесие Нэша в смешанных стратегиях. 

У п р а ж н е н и е  Найти равновесие Нэша в смешанных стратегиях для игры "семейный спор".

Рассмотрим задачу поиска равновесий Нэша для игры размерности 3х3:

1) алгоритм поиска равновесий Нэша в чистых стратегиях мы обсудили выше.

2) далее необходимо перебрать в матрице 3х3 все подматрицы размера 2х2. Множества 
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 и 
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 содержат по три стратегии. Следовательно, в каждом из этих множеств два элемента можно выбрать тремя способами. Значит, всего возможно 3х3=9 способов выбрать пару 
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. Для поиска равновесий Нэша необходимо составить и решить системы (3а) и (3б) для каждого из этих 9 вариантов. Это делается так же, как для рассмотренной выше игры 2х2.

3) осталось исследовать случай, когда 
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. Это также осуществляется с помощью решения соответствующих систем (3а) и (3б).

У п р а ж н е н и е  Игра "камень, ножницы, бумага".
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Можно дать следующую интерпретацию этой игры. Каждый предмет против самого себя никакого выигрыша не дает, поэтому на диагонали стоят "0". Ножницы тупятся о камень, поэтому они проигрывают камню "1", а тот в свою очередь выигрывает у ножниц "1". Камень можно завернуть в бумагу, поэтому бумага выигрывает у камня "1", а камень проигрывает бумаге "1". Ножницы режут бумагу, поэтому они выигрывают у бумаги "1", а бумага проигрывает ножницам "1". В результате получается такая антагонистическая игра (т.е. игра, в которой выигрыш одного игрока равен проигрышу другого).

Требуется найти все смешанные стратегии в этой игре. Постараться сделать это наиболее рационально, с наименьшим количеством вычислений.

Как мы видим, уже для игры с матрицами 3х3 поиск равновесий Нэша в смешанных стратегиях требует достаточно большого перебора всевозможных подматриц исходных матриц.  В следующем разделе мы обсудим метод, который позволяет во многих случаях значительно сократить этот перебор.

Вполне смешанное равновесие

Равновесие называется вполне смешанным, если все чистые стратегии используются с положительными вероятностями. В общих предположениях (для «почти любой биматричной игры») вполне смешанное равновесие может существовать, только если 
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Это интуитивно понятно: для нахождения смешанной стратегии второго игрока, в которой все компоненты отличны от нуля, требуется решить систему (3а), содержащую 
[image: image295.wmf](

)

1

+

m

 уравнение (число элементов во множестве 
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 + еще одно уравнение, выражающее условие, что сумма всех компонент смешанной стратегии игрока равна "1") с 
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 неизвестным (число элементов во множестве 
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 + еще одно неизвестное 
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). Следовательно, для существования решения должно выполняться условие 
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. Аналогично, смешанная стратегия первого игрока находится из системы с 
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 неизвестным, и для существования решения должно быть 
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. В результате получаем, что для существования решения обеих систем должно быть 
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Выпишем для вполне смешанного равновесия систему (1б) в матричном виде.

Введем вектор 
[image: image305.wmf])
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. У него m компонент и все они равны "1". Тогда система (3б) примет вид:
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Если 
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 не вырождена, то, умножив обе части первого уравнения в (4) на 
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Аналогично 
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Найденная пара 
[image: image311.wmf](
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 ( вполне смешанное равновесие.

Понятие доминирования. Доминирующие множества стратегий

В игре в нормальной форме 
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 стратегия 
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 доминирует стратегию 
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(Т.е. одна стратегия доминирует другую на некотором множестве, если она приносит больший выигрыш, как бы ни играл другой игрок, выбирая стратегии из этого множества).

В игре 
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 стратегия 
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 слабо доминирует стратегию 
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Аналогично вводятся понятия доминирования и слабого доминирования для стратегий второго игрока:
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 слабо доминирует стратегию 
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Определим процедуру последовательного исключения доминируемых стратегий.

Эта процедура состоит в построении последовательности вложенных множеств 
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Мы описали процедуру последовательного исключения стратегий формально. Теперь рассмотрим вопрос, как эта процедура осуществляется на практике. Возьмем биматричную игру:
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2

1

2

1

2

11

2

mn

m

n

j

j

j

j

L

L

L

L

M

O

M

M

O

M

M

O

M

M

O

M

L

L

L

L

=

F

.

1 шаг) Из множеств 
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 строим множества 
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. Для этого выкидываем из множества 
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 строго доминируемые на множестве 
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стратегии. Т.е. мы ищем пары стратегий  
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 поэлементно больше строки 
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 в первой матрице:
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. Вычеркиваем все такие найденные строки 
[image: image353.wmf]g

 в обеих матрицах.

Аналогично ищем столбцы в матрице второго игрока, которые строго доминируются другими столбцами:
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. Вычеркиваем все такие доминируемые столбцы из обеих матриц.

2 шаг) После вычеркивания строк и столбцов на первом шаге мы получили редуцированные матрицы. Новое множество строк ( 
[image: image355.wmf]1
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, новое множество столбцов ( 
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. Может получиться так, что в редуцированных матрицах  окажутся новые доминируемые строки и столбцы. Вычеркиваем их и переходим к следующему шагу.

И так далее. Продолжаем процедуру до тех пор, пока не вычеркнем все, что можно. Ниже доказано, что при этом сохраняются все равновесия Нэша в смешанных стратегиях.
О п р е д е л е н и е  Множество 
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строго доминирует множество 
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), если оно получено из множества 
[image: image360.wmf]S

 последовательным исключением строго доминируеных стратегий.

О п р е д е л е н и е  Множество 
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 нестрого доминирует множество 
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), если оно получено из множества 
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 последовательным исключением нестрого доминируеных стратегий.

Рассмотрим понятие доминирования в смешанных стратегиях.

Смешанная стратегия первого игрока ( это вектор 
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Обозначим 
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 ( выигрыш первого игрока, если он использует смешанную стратегию 
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, а второй игрок использует чистую стратегию 
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О п р е д е л е ни е  Смешанная стратегия 
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 строго доминирует чистую стратегию 
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О п р е д е л е н и е  Смешанная стратегия 
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 нестрого доминирует чистую стратегию 
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Как искать строго доминирующую стратегию?

П р и м е р 6  Рассмотрим игру со следующими матрицами выигрышей:
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Найдём в каждом столбце первой матрицы максимальный элемент. Если максимум единственный и стоит в некоторой строке, то она не может быть доминируемой. Следовательно доминируемой может быть только первая строка. В чистых стратегиях доминирования нет. Посмотрим доминирование в смешанных стратегиях. Возьмём вторую и третью строки с коэффициентами ½. Видно, что эта комбинация строго доминирует первую строку.

Введём понятия доминирующих множеств для смешанных стратегий.

О п р е д е л е н и е  Множество 
[image: image381.wmf]2
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 строго доминирует множество 
[image: image382.wmf]2
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, в смешанных стратегиях, если 
[image: image383.wmf]S

 получено из 
[image: image384.wmf]S

 путём последовательного исключения строго доминируемых по смешанному доминированию стратегий, т.е.
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О п р е д е л е н и е  Множество 
[image: image386.wmf]2
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 слабо доминирует множество 
[image: image387.wmf]2
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, в смешанных стратегиях, если 
[image: image388.wmf]S

 получено из 
[image: image389.wmf]S

 путём последовательного исключения нестрого доминируемых по смешанному доминированию стратегий, т.е.
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Как связаны различные отношения доминирования?
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Вернёмся к примеру и найдём доминирущие множества. Первую строку мы вычеркнули, так как она доминируема комбинацией второй и третьей строк.

Рассмотрим вторую матрицу. Можно заметить, что первый столбец доминируется, например, вторым столбцом. Следовательно первый столбец можно вычеркнуть. Получаем что 
[image: image392.wmf]S
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Теперь сформулируем теорему о связи исключения доминируемых стратегий и поиска равновесий Нэша.

Т е о р е м а  

1)
Пусть множество 
[image: image393.wmf]S
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 (строго доминирует) в смешанных стратегиях.

Тогда для любого равновесия Нэша 
[image: image394.wmf](
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2) Пусть 
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 (слабо доминирует) в смешанных стратегиях и 
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 – равновесие Нэша в игре 
[image: image398.wmf]Г

 с матрицами 
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Определим смешанные стратегии 
[image: image400.wmf]p
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 исходной игры:
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Тогда 
[image: image410.wmf](
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 – равновесие Нэша в исходной игре 
[image: image411.wmf]G

.

Обсудим смысл теоремы. Второе утверждение говорит о том, что если редуцированная игра получена путем исключения слабо доминируемых стратегий, то каждому равновесию Нэша 
[image: image412.wmf])
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в этой редуцированной игре будет соответствовать равновесие Нэша 
[image: image413.wmf])
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в исходной игре, определяемое по указанному правилу.

Первый пункт теоремы показывает, что при вычёркивании строк и столбцов по строгому доминированию мы не теряем равновесий Нэша.

Таким образом, при поиске всех равновесий Нэша можно вычеркнуть все строки и столбцы по строгому доминированию и искать равновесие в редуцированной игре. Дополнив нулями найденное равновесие, мы получим равновесие Нэша в исходной игре.

Если необходимо найти хотя бы одно равновесие Нэша, тогда можно вычёркивать строки и столбцы по нестрогому доминированию. 

Исключение строк и столбцов позволяет сократить перебор подматриц для поиска равновесий Нэша.
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После исключения строго доминируемых стратегий получим редуцированную игру 
[image: image416.wmf]Г
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В этой игре пара 
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 является единственным равновесием Нэша.

Следовательно, пара 
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 является равновесием Нэша в исходной игре Г.
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Ищем максимальные элементы в столбцах первой матрицы. В чистых стратегиях доминирования нет. Рассмотрим доминирование в смешанных стратегиях. Видно, что четвёртая строка доминируется комбинацией второй и третьей строк с весами 1/2.

Теперь найдём максимальные элементы в строках второй матрицы. Второй столбец доминируется комбинацией первого и четвёртого столбцов с весами 
[image: image425.wmf]e
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 при малых 
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Таким образом, мы можем вычеркнуть последнюю строку и второй столбец.

Следовательно 
[image: image428.wmf]S
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В результате исключения последней строки и второго столбца получим следующие редуцированные матрицы:
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Повторяем процедуру последовательного исключения стратегий для редуцированной матрицы.

Ищем максимальные элементы в столбцах первой матрицы. В чистых стратегиях доминирования нет. Рассмотрим доминирование в смешанных стратегиях. Вторую и третью строку исключить невозможно, так как в них содержатся максимальные по столбцам элементы. Первая строка не содержит ни одного максимального по столбцу элемента, однако, ее также невозможно исключить, так как она не доминируется ни одной линейной комбинацией второй и третьей строки. 

Аналогично, невозможно исключить ни один столбец во второй матрице.

Следовательно, процедура исключения по доминированию смешанными стратегиями завершена и 
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